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1. Uma placa dieléctrica de diamante, com um indice de refraccdo n =2.4 e uma espessura

d:

0.5 mm, encontra-se assente sobre um plano condutor eléctrico perfeito em x=0. O meio

superior, para x>d, € o ar (com um indice de refraccdo n, =1). Considere que esta estrutura

funciona como guia de ondas com propagacao longitudinal da forma exp[i (Bz- a)t)] .

a)

b)

d)

Determine a banda de frequéncias em que este guia de ondas opera em regime monomodal.
Justifique a sua resposta com um diagrama de dispersdo b — versus—v no intervalo 0<v<5.
Para f =60 GHz, calcule o indice de refrac¢do modal n correspondente ao modo fundamental.
Qual é, neste caso, a velocidade de fase? Acompanhe a sua solu¢cdo com uma representacdo
gréfica apropriada.
Represente, de forma qualitativa, o perfil de |EZ| em funcdo da altura. Adopte x como eixo
vertical e a amplitude do campo como eixo horizontal. Referencie, no seu gréfico, a localizacdo
da interface x=d . Considere os resultados da alinea anterior.
A solucdo numérica para os modos TE deste guia resulta do sistema
w=—ucot(u)
{ u? +w? =v°
que é, do ponto de vista computacional, equivalente a pesquisar os zeros da funcéo
f(u)=u®-v?sin®(u).
Este processo é, graficamente, equivalente a encontrar as intersec¢fes de duas curvas: as curvas
correspondentes a ¢(u)=u* e a w(u)=v’sin*(u). Considere, entdo, trés casos possiveis: (i)
v=1.25; (ii) v=3; (iii) v=6. Determine, para cada um destes trés casos, as solugdes
numéricas. Explique, para cada caso, quais dessas solucbes sao realmente solucGes fisicamente
aceitaveis e explique porqué.

Solucéo

a)

O modo fundamental é o TM,,. O segundo modo é o TE, cuja frequéncia normalizada de corte
é v, =x/2.Assim,
27 f,
c

d/n?—n? - [f.-687524GHz].
4d \/n? —n2

c

=2t
2
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b) Para o modo fundamental, TM,, tem-se

v=nk,d . 2A

ﬁ

{

w=(1-2A)utan(u)
u?+w? =v?

7:—w:(l—2A) u tan(u)

v=13708
n2 n2
A=D1 — 04132
2n
2
1-2A="2
nl
u, =12307
w, =0.6038

Para a obtencéo de uma solucéo numérica é preferivel usar a equacéo equivalente:

f(u)=(u? —VZ)COSZ(U)+(1—2A)2 u?sin®(u)=0.
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No intervalo 0 <u <7 /2 asolucdo é dada por u, =1.2307 . Daqui resulta que

2
p2r LV e ay =279 36052 mm.
A, d\ 2A v? iy
2A

Assim, infere-se que

=S c5mm = |n=f -2 _13869].
f kA

A velocidade de fase v, €, entdo, dada por

pzﬂz Eko - |V =§=2.1631x108m-s‘1.
B 0k, n
c) Tem-se
Asin(hx)exp[i(Bz-ot)], 0<x<d

Ez(x,z,t):{

Asin(hd)exp[ -a (x—d)]exp[i(Bz-wt)], x=d

Em termos normalizados podemos escrever

sin(uodij, 0<x<d

sin(u,) exp{—wo (di—lﬂ x> d

|Ez(x,z,t)|=

0 1 1 .
0 0.25 0.5 0.75 1

E.| sin(u, ) =0.9427

IST | DEEC - Area Cientifica de Telecomunicagdes




20 de Janeiro de 2018 Propagacéo e Antenas — Teste

d) A solucdo modal para os modos TE resulta de

{lvf:vliioigu) = | fu)=u"-v*sin®(u)=0|.

Porém, s0 tém significado fisico as solu¢gBes numéricas para as quais a intersecgdo de ¢(u) =u®
com w (u)=Vv?sin*(u) correspondam a valores w>0, i.e., tais que >0 (ondas superficiais,
portanto). Daqui decorre que, no intervalo 0<u <27, s6 tém significado fisico as solugdes

para as quais:

modo TE;, %<u<7r

modo TE, 3Tﬂ<u<27r

0 /4 /2
U u u

Nas trés situa¢des aqui consideradas verifica-se, deste modo, que:

e No primeiro caso, em que v=1.25, a solugio numérica obtida
[u=1.1311+ w=-0.5321 | ndo é uma solugéo valida.

e No segundo caso, em que Vv =3, a solu¢do numérica obtida [u =2.2789 1+ w=1.9511 ] é

uma solugéo valida e corresponde ao modo TE, .
e Noterceiro caso, emque v =6, nem todas as trés solu¢es numéricas obtidas correspondem
a solugBes aceitaveis: a primeira solugédo [ u=2.6788—~ w=>5.3688 ] é uma solucdo valida

e corresponde ao modo TE,; a segunda solugdo [u =3.8350—> w=-4.6144 ]néo é uma
solugdo valida; a terceira solugdo |u=5.2260> w=2.9478 |é uma solugéo valida e

corresponde ao modo TE,.
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2. Pretende-se obter um agregado uniforme de N =5 antenas em que o méaximo de radiacéo ocorra,
no plano equatorial, para um azimute ¢, =45 . Considere que se tem d =24 /5. Admita que as
antenas elementares sao isotrépicas.

a) Determine a desfasagem progressiva « das correntes de alimentacdo bem como os limites
{ u, u, } do dominio visivel u, <u<u, do diagrama de radia¢do do agregado.

b) Represente graficamente, no intervalo —27z<u<2x, 0 andamento do factor |F(u)| do

agregado, com u=k,d cos(y)—a. Qual é o valor F_, =max{ |F(u)| } ? Quantos nulos e

quantos lobos secundéarios tem o diagrama de radiacdo? Determine, em termos do azimute
pe [ 0,27 [ a localizagdo néo so dos nulos mas também dos maximos locais F, dos lobos

secundarios. Determine, ainda, o0s trés niveis de lobos secundarios, i.e.,
SLL,, =20log, (F,/F.) com m=123. Qual é a relagdo frente-trds (front-to-rear)

FTR =20109,, (Fyon /Fear ) deste agregado?
c) Apresente o diagrama de radiacdo deste agregado (coordenadas polares) no plano equatorial.

Solucéo

a) O factor deste agregado uniforme é, neste caso (em que N =5), dado por
sin(S ;j
[F(u)l=

O respectivo méximo ocorre para u =0 . Assim, obtém-se

9=? — u=k,d cos(z//)—a=27r%cos(¢max)—a=0

a=27z%cos(%J ~ la=*" _177721ad |.

52

Os limites do dominio visivel do diagrama de radia¢do séo
cos(¢)=-1 > |u,=—kd—a=-42904rad |

cos(¢)=+1 > |u,=k,d—a=0.7361rad |

b) Tem-se

sin(Sz)
| (u)|: | max=max{| (u)|}: ,
" sin(zj i i >

Os nulos do diagrama de radiacgao, dentro do dominio visivel, sdo:
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primeiro nulo +— u=—6?ﬂ=—3.7699 rad — ¢==78.0471

segundonulo +— u=- 4?” =-25133rad — ¢=+107.0312"

terceironulo +— u=- 2?” =-1.2566rad > ¢=1142.4567"

Em termos de lobos secundarios, vem

F,=125 +— SLL,=-120412dB +— u=-18235rad +— ¢=191.0561
F,=1 — SLL,=-139794dB +— u=-7 = ¢=1122.8808"

Estes valores resultam das solugdes numéricas de

s o2 o2

Porém, o limite inferior do dominio visivel também leva & formagéo de um lobo secundario:
[F=F

rear

=11482 +— SLL,=-12.7792dB +— u=u,=-42904rad — ¢=180".

visible range

E,

front

=2.6789

|F(u)| .

EF__=1.1482

rear

Note-se que, deste modo, o diagrama de radiagdo tem cinco lobos secundarios. Porém, a relacdo
frente-tras deste agregado é:

|FTR=7.3591dB |.
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¢) O correspondente diagrama de radiacdo, em coordenadas polares, apresenta-se a seguir.

¢111?IX = 457

3. Pretende-se sintetizar um agregado linear de N =4 antenas com um desfasamento progressivo «
das correntes de alimentagdo e um espagcamento uniforme d entre elementos. Tem-se (coordenadas

esféricas) u=k,d cos(y)—« . No plano equatorial, em que O =7/2,é yw=¢<€[0,27].

a)

b)

d)

Para uma excitacdo simétrica da forma 1: A:A:1, mostre que € possivel escrever o diagrama
de poténcia P(&) em termos de uma Unica constante ¢,. Como P(&)=F(u)F"(u), com

u=2 cos(f), explicite a relagéo entre A>0 e c,. Determine a zona permitida para os valores
de ¢, quando se pretende que todos os zeros de P(f) ocorram no intervalo —2<¢£<2. Note
que o factor do agregado pode ser escrito na forma F(u)=(1+e " )(1+c,e ™ +e ).
Determine c, e P(é) no caso concreto de um agregado uniforme emque A=1.Para ¢ =0 e
d =1/2 represente graficamente, no plano equatorial e em coordenadas polares, o diagrama
de radiacéo. Qual é, neste caso, o valor do SLL =—201log,, (R)?

Repita a alinea anterior, também com « =0 e d =1/2, mas agora para um agregado em que
se pretende obter SLL =—o0 dB (i.e., inexisténcia de lobos secundarios).

Determine c,, A e P(&) de forma a que ocorra pelo menos um valor SLL =- 20 log,,(R),
com R=3. Considere d =34/5 e admita que um dos maximos do diagrama de radiacéo deve

ocorrer para ¢

max

= /3. Especifique, nestas condi¢des, « e qual é o dominio visivel

U, <u<u,.Represente graficamente a fungéo P (&) nointervalo —2<¢ <2 bemcomo F(u)
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no intervalo — 3z <u <. Assinale, sempre, 0s valores numeéricos relevantes nestes graficos
(nulos, méximos, maximos locais). Determine, em termos do azimute ¢, a localizagéo ndo so

dos nulos mas tambem dos maximos locais F,, dos lobos secundarios. Determine os trés niveis

de lobos secundérios: SLL,, =20 log,,(F, /F,.) com m=1,2,3. Qual é a relagio frente-tras

FTR =20109,, (Fyon /Fear ) deste agregado? A partir do gréfico de | F (u)| , desenhe o diagrama

de radiagéo | F(g) | =/ P(¢) no plano equatorial (coordenadas polares).

Solucéo

a) O factor do agregado é
F(u)=1+Ae ™ +Ae " 4o
e, por outro lado, também
F(u):(l+e““)(1+coe““ +e‘2‘“).
Note-se que, de facto, vem sucessivamente
F(u)=(1+e")(1+ce ™ +e ™)

=1l+ce " +e M +e M+ e M e
-2iu -3iu

=1+(1+c,)e M +(1+c,) e " +e

donde se tira que

|A=l+c,| < [ =A-1].

o [az-]
Assim, infere-se que
P(u)=F(u)F(u)

=(1+e ) (1+e") (1+c e +e ™) (14 c e +e™)

Logo,

Mas, por outro lado, tem-se
(1+e ) (1+e")=1+e" +e ™ +1=2+2cos(u)
uma vez que

e +e'* =2cos(x).

Portanto, definindo

E=2cos(u)| > |-2<¢£<2],

resulta que
(1+e)(1+e™)=¢+2.

Analogamente, vem
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b)

(1+ce™ +e ) (1+c,e™ +e®)=1+c e™ +e™"

+c,e M +cZ+c,e™
+e e e+l

=(2+c)+4 & cos(u)+2cos(2u)

ou ainda, como
cos(2u)=cos®(u)—sin®(u)=2cos’(u)-1,

(1+ce™+e ™) (1+coe™ +e)=(2+¢) ) +2¢, & +(&7 - 2)
E2+2c,E+¢)

(§+c0)2

obtém-se, finalmente,

P(&)=(5+2)(£+¢)

Isto mostra a existéncia de dois zeros de P (&), a saber:

E=-2
zeros de P (&) —{ fec,

Se se pretender que todos os nulos de P(&) ocorram no intervalo —2<¢& <2, é necessério

impor a condi¢éo adicional
lco|<2.
Ou seja, deve ter-se
-1<c,<2].
Para um agregado uniforme tem-se A =1. Neste caso, obtém-se ¢, =0, vindo entéo
P(&)=£%(£+2) .

Os nulos do diagrama de radiacéo correspondem a

E=-2
£=0

nulos — [

€ 0 maximo a

maximo — — .

Os lobos secundérios deverdo ocorrer para

d—P:O = 3&446=0 = | & =——| > |P,=—-=11852
dé 3 3

0 que permite calcular

SLLzlomgmﬂé%J=—1LmB3dB.

Note-se que
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u, =Ccos (%‘) =cos™ (— %J =2.3005 rad .

Em termos da variavel u este polindbmio escreve-se

P(u)=8cos’(u)+8cos

2
=8cos?(u) [cos2 (u

=16 cos”(u) cos’ (%)

(u)
)

+1] = |F(u)|=y/P(u) =4

3

=0 d
[3:1/2 = u:27z7005(¢)—a=7rcos(¢)

P(¢)
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¢) Nesta alinea pretende-se obter um diagrama sem lobos secundarios que — como € conhecido —
conduz a um agregado binomial.
dpP

P(§)=(§+2)(§+c0)2 = E=(§+CO)(3§+4+CO)
dpP 4+, 4
EZO = G=m—g = P=(2-0)

O desaparecimento dos lobos secundéarios implica ter-se

70 > [a=2] > [A=Trg=3]

Triangulo de Pascal

70 T T T T
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- -3n/4 -m/2 -4 0 /4 w2 3n/4 b
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d) No caso geral tem-se

caso 2
- | P(&)=(&+2)(&+cC
ol (£)=(£+2)(¢+c,)
a correspondem duas espécies de nulos
=-2
nulos — { s
§=5&=-¢

e um maximo de radiacao

lobo — méaximo —» - | Pn=4(2+c,)

principal
Os lobos secundarios deverdo corresponder a
lobos d
- —=(&+¢y)(3&+4+¢,)=0.
secundarios dé (£+¢)(3¢ o)

Poréem, como &=¢&,=-c, € um nulo do diagrama de radiagdo, infere-se que os lobos
secundarios resultam de

4+c,

3¢+4+¢c,=0 = |, = 3

O nivel correspondente €, entdo,
4 3
P.=P(&)=—(2-c¢
m (gm) 27 ( O)
a que corresponde um valor

P 1 (2-c)

P R° 27(2+c,)
Ou seja, obtém-se a seguinte equagéo clbica para a variavel ¢, :
R?ce —6R*c? +27 ¢ +12R%c, +108c, —~8R* +108=0.
Esta equagéo tem a forma genérica

R?(2-¢,) =27 (2+¢,)".

XEc, | = | ax’+bx*+cx+d =0

fazendo
a=R?
b=3(9-2R?)
c=12(9+R?)
d=4(27-2R?)

a que corresponde o discriminante
A=18abcd -4b’d +b°c* ~4ac® - 27 a’d* = - 5038848 R* (R* -1).

O discriminante é negativo para R >1, i.e., esta equacdo cubica tem uma Unica raiz real mais
duas raizes complexas conjugadas. Esta cubica pode ser reduzida a forma candnica

t*+ pt+q=0

dividindo todos os termos por a e, de seguida, procedendo a substituigao
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Nestas condicdes, tem-se

Neste caso concreto, vem

20 de Janeiro de 2018

q= 432R* -1944R? +1458

th_i
3a
o- 3ac-b?
3a’
q- 2b*-9abc+27a%d
27a°
216R* 243
TR

RG

Para R? >243/216=1.125 é p>

0 e a Unica solucdo real da cubica reduzida é dada por

t==2 /£ sinhlisinhl(s—OI EH .
3 3 2p\ p

No caso concreto do enunciado deste problema vem

p=21

b
[ t=-11632 |I>|Cc,=X=t———=-0.1632
q=26 o 3

a=9
b=-27
R=3| — =
c=216
d=36

que poderia ser obtido, mais rapidamente, através da solucdo numérica directa da cubica

9c2—27 c2+216¢,+36=0| = [c,=-0.1632].

Este valor de R =3 corresponde a um nivel de lobos secundarios de

[7=3] -

Com base neste valor de C, &, agora,

SLL=-201log,,(R)=~9.5424 dB |.

possivel calcular

| A=1+c,=0.8368|.

Conclui-se, portanto, que o esquema de excitacdo dos quatro elementos deste agregado € o que

Se segue:

| 1 AA

1| - | 1 08368 08368 1 |.

Para que um dos maximos do diagrama de radiagdo ocorra para ¢, =60, € necessario

verificar-se

i:0.6 =

A

3

d
=27 —CO0S =—=1.8850rad |.
a=2rx 2 (Aax) c

ax

Infere-se daqui, portanto, que
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3z 41  5u
u=——-2cos(¢)-1 = =CoS™ | —+——||.
£ Loens(p)-1]| o [gmcosJor]
: cos(#)=-1 > |u=—kd—a=— " 56549 rad
dominio 5
o -
visivel 3

cos(¢)=+1 — |u,=kyd —a=?=1.8850 rad

"""""""""""" P,. =13.4960
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Valores numeéricos:

20 de Janeiro de 2018

C,=—0.1632 P, =P(2)=13.4960
A =0.8368 P, = P(§m):l.4996
& =-12789 r=P_ /P =R*=9
Outros valores:
SLL, =20 |og10[ FFl j = —2.4604 dB
Fo =+ P =3.6737 -
F =P, =1.2246 SLL, =20 Iogm( szx Jz —12.0418 dB
R=F,/F, =3 = .
Fow =F =F(u)=27673 SLL, =20 Iogm( - J = —9.54244 dB
Foon = F, = F(u,)=0.9183 mex
RFT =20 Iogm( ';ft J =-9.5811dB

Localizacdo de nulos de radiacéo:

¢ =+ 26.4912°
¢, = +83.9730°

#, =+109.4712°
@, = +140.5035'

Localizagao dos lobos secundarios de nivel F_ :

¢, =+95.7798°
¢, =+124.4690" |
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